Distribuicdes de Probabilidade: Normal

Distribuicdo Normal

Como ja vimos, uma variavel aleatdria pode ser discreta ou continua. Quando a varidvel é continua, ou seja, assume
valores em intervalos da reta dos numeros reais, a distribuicdo de frequéncia de uma amostra de observag¢des pode
ser representada através de um histograma.

Agora, porém, queremos analisar a populacdo de onde foi retirada essa amostra. Como ndo temos acesso ao
histograma de frequéncias relativo a populacdo, ndo conseguimos determinar, diretamente, o calculo de qualquer
probabilidade. Para o célculo exato, necessitamos de um modelo para a distribuicdo de frequéncias da populagao.
Estudaremos, aqui, dois dos principais modelos continuos: a Normal e a Exponencial.

Os modelos que serdo analisados representam comportamentos de uma extensa série de varidveis do mundo dos
negocios e também distribuicGes tedricas de probabilidades que sdo fundamentais para os métodos de inferéncia
estatistica. Tais modelos sdo expressos por fungdes matematicas denominadas fungbes densidade de
probabilidade.

A area sob a curva que expressa a fung¢do densidade de probabilidade é igual a 1 (total das probabilidades), sendo
que a probabilidade de uma particular observagao pertencer a um intervalo é dado pela area sob a curva,
correspondente ao intervalo, conforme podemos observar na figura seguinte:

Pla<x<b)

“O mundo é normal!” Acredite se quiser! Muitos dos fenGmenos aleatdrios que encontramos na pratica
apresentam uma distribuicao muito peculiar, chamada Normal.

Um modelo probabilistico é aquele que nos diz, ou melhor, nos traduz na forma de nimeros o comportamento de
uma variavel. Por exemplo, ja fizemos algumas analises das variaveis altura e peso. Considerando o caso de grandes
amostras aleatérias ou mesmo da populagdo, tanto o peso como a altura tém um comportamento muito parecido.
Vejamos, por exemplo, a variavel altura, considerando-se o sexo masculino e sendo a popula¢do os habitantes do
Brasil. Essa variavel é dita Normal, conforme discutiremos mais adiante.

Essa distribuicdo de frequéncia denominada curva normal, considerada um modelo tedrico ou ideal que resulta
muito mais de uma equag¢do matematica do que de um real delineamento de pesquisa com coleta de dados.

A curva normal é um tipo de curva simétrica, suave, cuja forma lembra um sino. Ela é unimodal, sendo seu ponto
de frequéncia maxima situado no meio da distribuicdo, em que a média, a mediana e a moda coincidem.
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Para exemplificarmos, suponhamos 2000 langamentos de 200 moedas honestas. Utilizando um software de
simulagao, obtivemos os seguintes resultados:

[80...81] 5
[82...83] 6
[84..85] 16
[86...87] 19
[88...89] 39
[90...91] 60
[92..93] 91
[94..95] 111
[96...97] 165
[98..99] 194
[100...101] 227
[102 ...103] 220
[104 ... 105] 206
[106 ... 107] 174
[108 ... 109] 155
[110...111] 123
[112...113] 84
[114 ... 115] 49
[116...117] 21
[118 ... 119] 18
[120...121] 6
[122..123] 8
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[124 ...125] 2
[126..127] 1

sample mean =102.132
sample st dev= 7.238

A partir desses dados, construimos o histograma:

Freq

79.50 heads 127.5

Observando tal histograma e a tabela anterior, notamos que a média esta entre as duas classes com maiores
frequéncias. Além disso, considerando-se a média, percebemos que o histograma parece ser simétrico ao redor
dela. A frequéncia é menor quanto mais nos afastamos da média, tanto para mais quanto para menos, sendo que
as menores frequéncias ocorrem nas pontas do grafico.

Note que quanto mais classes usamos, mais facil fica identificarmos um formato criado pelas colunas do histograma.
Esse formato faz lembrar um sino, conforme a figura seguinte:

227

Freq xi;

79.50 heads 127.5

“Limpando” o grafico acima, temos:
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— | | |
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Média = 102,3

Essa curva que chamamos de sino recebe um nome especial: Curva Normal.

3. Fun¢3ao densidade de probabilidade da distribui¢ao Normal

A Curva Normal é a representante do modelo normal e é obtida a partir da fun¢do densidade que nada mais é do
gue uma func¢do que origina o grafico anterior.

Assim, se X é uma variavel aleatéria com distribuigdo Normal com média u e varidncia 6> (notagdo: X ~ N(u, ¢?))
entdo a sua func¢do densidade é dada por

1 (x—p)?

f) = —=e” 2
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4. Propriedades da Normal

A Normal apresenta as seguintes propriedades:
- é simétrica ao redor da média;
- a drea sobre a curva éiigual a 1;

- para valores muito grandes de x, tendendo a infinito (ou muito pequenos, tendendo a menos infinito), a curva
tende a zero.
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Note que conforme o caso, poderemos ter curvas com formatos diferentes, ou seja, mais para a direita, mais
para a esquerda, mais ou menos achatadas... enfim, cada caso poderd gerar uma curva diferente. Vejamos mais

um Ccaso.

Consideremos o lancamento de dois dados nao viciados. Estamos interessados em analisar a soma dos resultados
obtidos em cada jogada. Realizando uma simulac¢ao e construindo o histograma dos resultados, obtemos:

Freq

1.50 sum 12.50

No caso simulado, obtivemos:

sample mean = 7.07200
sample st dev = 2.34282

Ou seja, u = 7,07 e s = 2,34, onde p indica a média e s o desvio padrdo da amostra. Isolando a curva da normal
temos:

I I I I I I I I
-1.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0 8.0 9.010.011.012.013.014.015.016.0

Assim, conforme haviamos dito, existem diferentes curvas, que variam conforme os valores da média e do desvio-
padrdo.

Lembramos que a area abaixo desse grafico vale 1. Ou seja, a area corresponde a uma probabilidade.
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E aquela regido do plano compreendida entre a curva e o eixo das abscissas, que corresponde em qualquer
distribuicdo normal a 100% dos dados considerados.

Exemplo 1

Consideremos uma populacdo de uma cidade A e de uma outra cidade B. Suponhamos que todas as pessoas
tenham informado as respectivas alturas (em centimetros). E deseja-se fazer uma comparagdo entre tais
populagdes. As principais estatisticas obtidas por essa pesquisa foram:

Populagao A Populagao B

Média () 174 178
Variancia (c6?) 64 1

Um pesquisador deseja sortear aleatoriamente pessoas para fazer um teste sobre DNA e crescimento e, para isso,
gostaria de coletar (aleatoriamente!) pessoas com mais de 1,80m. Em qual das duas popula¢bes sera mais facil
achar pessoas com tais caracteristicas?

Para isso, podemos dizer que estamos trabalhando com duas varidveis:
Xa: altura de 1 pessoa selecionada ao acaso na populagao A

Xg: altura de 1 pessoa selecionada ao acaso na populacdo B

Nosso objetivo é calcular as seguintes probabilidades:

P(Xa > 180) e P(Xs > 180).

Mas antes, calculemos o valor do desvio-padrao (c) de cada uma das populag¢Ges. Lembrando que o desvio-padrédo
nada mais é do que a raiz quadrada da variancia. Logo:

O'A=\/a=8
O-B=\/T=1

Utilizando um software é possivel calcularmos tais probabilidades. Esse software calcula, na verdade, a area abaixo
da curva:

P(Xa > 180) = 0,2266 ou 22,66%.
P(Xs > 180) = 0,0228 ou 2,28%.

Portanto, o pesquisador tera mais facilidade de achar pessoas com mais de 1,80m na populagao A. Aleatoriamente
falando, tal probabilidade é de 22,66%.
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Esse resultado pode parecer estranho, visto que a populagdo B possui uma média de alturas superior ao da
populagdo A. Porém, tal fato é explicado através da variabilidade dos resultados, ou melhor, pelo desvio-padrao.

Exemplo 2

Consideremos, ainda, o exemplo anterior. S6 que, agora, temos interesse em obter pessoas que tenham entre
1,75m e 1,80m. Qual populagdo possui um nimero maior de habitantes nessa faixa de altura?

Aqui, queremos calcular as seguintes probabilidades:
P(175 <Xa<180) e

P(175 < Xs < 180) .

Novamente, usando um software, obtemos:

P(175 < Xa<180)=0,2236¢e

P(175 < Xs < 180) = 0,9759.

Portanto, é evidente que a populacdo B, mais uma vez, representa a melhor escolha, pois a probabilidade de
escolhermos uma pessoa nessa faixa de altura na populacdo B é quase 100%, ou seja, quase todos habitantes
possuem as alturas procuradas.

Meu computador “deu pau”! Como calcular as probabilidades da
Normal?

USE A NORMAL PADRAO!

Clique na imagem ao lado e assista a
: Clique na imagem ao lado para fazer o
VIDEO AULA desse contetdo no Canal

download dos SLIDES da video aula
Professor Guru

6. Normal Padrao

Em muitos livros de Estatistica podemos encontrar uma tabela da Normal Padrdo. E uma tabela que nos fornece
valores das dreas (= probabilidades) de acordo com o valor de x, exatamente como fizemos nos exemplos anteriores
com o auxilio do software Winstats.

A maioria dos softwares de Estatistica possuem comandos que permitem calcularmos o valor das areas sob curvas
como a Normal, dentre eles, o SAS, o Excel, o S-PLUS, e outros. Porém, se ndo temos acesso a um computador,
podemos usar a Tabela da Normal. Mas, como dissemos anteriormente, existem diversas curvas da normal, que
variam segundo a média e variancia. Isso significa que teriamos que ter inimeras tabelas da normal... o que nado
parece muito vidvel.
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Dessa forma, criou-se uma maneira mais simples de se obter as areas desejadas. Criou-se uma curva denominada
Normal Padrao, que corresponde a uma distribuigdo normal com média zero e desvio-padrao um. Geralmente a
variavel aleatéria associada a distribuicdo normal padrdo é chamada de Z. Em notacdo:

Z ~N(0,1), ouseia,uz=0eocz=1

A grande vantagem de usarmos tal distribuicdo é o fato de trabalharmos apenas com uma distribuicdo e, portanto,
com uma Unica tabela. Tudo é mais facil!

Porém, como fazer para obtermos tal variavel Z (padronizada) a partir de uma varidvel aleatéria qualquer X tal que
X~N(y o?)?

Basta padronizarmos ou normalizarmos a varidvel X através da férmula:

onde:
1 = média de X

o = desvio-padrdo de X
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7.Usando a tabela da Normal Padrao

Existem algumas variagGes de apresentacdo da tabela. No nosso caso, utilizaremos uma tabela tal que P(0<Z < z()
=p, ou seja, a probabilidade fornecida pela tabela (p) corresponde ao intervalo que vai de 0 até um certo niimero
Z. no eixo x. Esquematicamente, a tabela da normal nos fornece a probabilidade correspondente a area a seguir:
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Leitura da Tabela

Veja, esquematicamente, como deve ser a leitura da tabela:

22 casa decimal de Z

Parte

inteira e
12 casa
decimal Probabilidade
de Z
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Exemplo 3 - Padronizag¢ao

Voltemos ao caso do exemplo anterior onde tinhamos 1 = 174 e ¢ = 8. Queriamos calcular P(X > 180). Vamos
normalizar a variavel X (ou seja, transforma-la em Z) e utilizar a tabela para obter a probabilidade desejada.

180 — 174
8

X—pu
P(X>180)=P< >

) - P(Z>0,75)

Para obtermos a probabilidade desejada, devemos lembrar que a nossa tabela nos fornece a probabilidade de 0
até um certo valor.

Consultando a tabela da Normal

DadoZ=0,75, vejamos como obter a probabilidade a partir da tabela da Normal Padrdo. Na coluna mais a esquerda,
tomamos a parte inteira e a primeira decimal de Z, no caso, 0,7. Na linha superior, observamos o valor da segunda
casa decimal, no caso 5 (lembre-se que o numero é 0,75). A célula correspondente a linha do numero 0,7 e da
coluna de 5 é o valor da probabilidade. No caso, p=0,2734.

Parte inteira e primeira decimal de z Segunda casa decimal de z
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,0 0,0000 0,0040 0,0080 0,0120 0,0160 0,0199 0,0239 0,0279 0,0319 0,0359
0,1 0,0398 0,0438 0,0478 0,0517 0,0557 0,0596 0,0636 0,0675 0,0714 0,0753
0,2 0,0793 0,0832 0,0871 0,0910 0,0948 0,0987 0,1026  0,1064 0,1103 0,1141
0,3 01179 01217 0,1255 0,293 01331 | 01368  0,1406 0,1443 0,480 0,1517
0,4 0,1554 0,1591 0,1628 0,1664 0,1700 0,1736 0,1772 0,1808 0,1844 0,1879
0,5 0,1915 0,1950 0,1985 0,2019 0,2054 0,2088 0,2123  0,2157 0,2190 0,2224
0,6 0,2257 0,2291 0,2324 0,2357 0,2389 0,2422 0,2454 0,2486 0,2517 0,2549
0,7 02580 02611 02642 02673 02704  0,2734 02764 02794 02823 0,2852
0,8 0,2881 0,2910 0,2939 0,2967 0,2995 0,3023 0,3051 0,3078 0,3106 0,3133
0,9 0,3159 0,3186 0,3212 0,3238 0,3264 0,3289 0,3315 0,3340 0,3365 0,3389
1,0 0,3413  0,3438 0,3461 0,3485 0,3508 0,3531 0,3554 0,3577 0,3599 0,3621
Entdo:
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Em vermelho, temos a area
(probabilidade) fornecida
pela tabela.

Em laranja, temos a area
(probabilidade) que
desejamos obter.

0,75

Como fazer para calcular o valor desejado a partir do valor da tabela?
Bem, é preciso relembrar as propriedades da curva da normal, em especial duas delas:

1) aarea abaixo da curva éigual a 1;
2) acurva é simétrica em torno da média (no caso da normal padrdo, em torno do zero).

Logo, concluimos, que a area correspondente a metade da curva é igual a 0,5:
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Entdo, podemos observar que:
P(0<Z<0,75)+P(Z>0,75)=0,5 =
P(z>0,75)=0,5-P(0<Z<0,75) =
P(z>0,75)=0,5-0,2734 =
P(Z>0,75) = 0,2266

Logo, a probabilidade procurada é de 0,2266 que corresponde ao mesmo valor obtido utilizando-se o software
(exemplos anteriores).
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Exemplo 4 - Padronizag3ao

Consideremos a mesma situagdo das alturas, ou seja, i =178, 6 = 1 e queriamos calcular a probabilidade P(175 < X
< 180).

Normalizando a variavel X temos:

175—-178 X—u 180—-178
P(175<X<180)=P< e )=P(—3<Z<2)
Graficamente:
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Em vermelho, temos a area
(probabilidade) que
desejamos obter.

0,4987

Lembre-se que, como a
curva é simétrica, a area
correspondente ao
intervalo de —3 a 0 ¢ igual
aareade0a 3!

4
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Logo, a area procurada corresponde a soma das dreas parciais:
P(-3<7Z<2)=0,4772+0,4987 =0,9759,
gue é igual a probabilidade obtida através do software (exemplos anteriores).

Assim, mostramos que a tabela pode ser muito util, principalmente quando ndo temos um computador ou software
adequado por perto.
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Exemplo 5 - Teste de aptidao

Em um certo teste de aptiddo para contratacdo de determinada empresa, os candidatos devem realizar uma
sequéncia de tarefas no menor tempo possivel. Suponhamos que o tempo necessario para completar esse teste
tenha uma distribuicdo Normal com média 45 minutos e desvio-padrdo de 20 minutos. Suponhamos que, numa
primeira etapa, esse teste foi aplicado com uma amostra de 50 candidatos. Qual a probabilidade de encontrarmos
algum candidato que tenha um tempo superior a 50 minutos (candidato muito lento) ou inferior a 30 minutos (que
seria impossivel completar o teste)? Qual o nimero aproximado de candidatos com tal perfil?

Inicialmente, seja X uma varidvel que indique o tempo de execucdo das tarefas tal que X ~ N(45, 20%). Desejamos
calcular:

P(X >50) + P(X <35) =

-p (X;/,t > 50—45) +p (X;u < 30—45) —
g 20 g 20

=P(Z>0,25)+P (2<-0,75) =
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=(0,5—-0,0987) + (0,5—0,2734) =
= 0,6279 ou 62,79%

Como 0,6279 .50 = 31,39, temos que o numero de pessoas aproximado que contenham tais caracteristica é de 32
pessoas. Entdo, nesse teste a empresa ja exclui 32 candidatos, restando apenas 18 para continuarem no processo
de selecao.
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8. Resumo das Propriedades da Distribui¢cao Normal

12) A variavel aleatdria X pode assumir todo e qualquer valor real.

22) A representacao grafica da distribuicao normal é uma curva em forma de sino, simétrica em torno da
média, que recebe o nome de curva normal ou de Gauss.

32) A area total limitada pela curva e pelo eixo das abscissas é igual a 1, ja que essa area corresponde a
probabilidade de a varidvel aleatéria X assumir qualquer valor real.

42) A curva normal é assintética em relagdo ao eixo das abscissas, isto é, aproxima-se indefinidamente do
eixo das abscissas sem, contudo, alcan¢a-lo.

52) Como a curva é simétrica em torno da média, a probabilidade de ocorrer valor maior que a média é
igual a probabilidade de ocorrer valor menor do que a média, isto é, ambas as probabilidades sdo iguais
a 0,5 ou 50%. Cada metade da curva representa 50% de probabilidade.

62) Uma varidvel Normal X com média u e desvio padrdao o pode ser transformada em uma variavel

Normal Padrao Z pela férmula Z = %

Exemplo 6

Qual a probabilidade de escolher-se de forma aleatdria, numa sé tentativa, uma pessoa que tenha renda anual
entre USS 4.000 e USS 7.000, morador de uma cidade. Sendo a renda média desta cidade USS 5.000 e o desvio
padr3o de USS 1.500? Sabe—se que a renda populacional possui uma distribuigdo Normal.

Sendo X: renda anual de uma pessoa em délares, temos:

&
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4000 — 5000 7000 — 5000

P(4000<X<7000)=P( 00— <% <"1z00

) = P(—0,67 < Z < 1,33)

Consultado a tabela da normal, verificamos que a probabilidade entre z=0 e z=1,33 vale 0,4082. A probabilidade
entre z=0 e z=—0,67 é igual, devido a simetria da curva, a probabilidade entre z=0 e z=0,67 e vale 0,2486. Logo:

P(-0,67<Z<1,33) = 0,2486 + 0,4082 = 0,6568 ou 65,68%.
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Exemplo 7

Os pesos de 600 estudantes sdo normalmente distribuidos com média 65,3 kg e desvio padrdo 5,5 kg. Determine
o nimero de estudantes que pesam:

a) entre 70 kg e 80 kg
b) mais que 63,2 kg
¢) mais que 72 kg

Resolugdo

Seja X: peso de um estudante em kg.

70-65,3 80-65,3
<Z<

a) P(70 < X < 80) = P (2= =

)= P(085 <Z <267)=

=0,4962 -0,3023 = 0,1939.

Logo, havera 0,1939 . 600 = 116,34 ~ 116 estudantes pesando entre 70kg e 80kg.

63,2—65,3
55

b) P(X > 63,2) = P (Z > )= P(Z > -0,38) = 0,5 + 0,1480 = 0,6480.

Portanto, espera—se encontrar 0,6480 . 600 = 388,8 ~ 389 estudantes com peso superior a 63,2kg.

72—65,3
55

o P(X>72)=P(2> )=P(Z >1,22) = 05-03888 = 0,1112.

Assim, devemos encontrar 0,1112 . 600 = 66,72 ~ 67 estudantes com mais de 72kg.
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Exemplo 8

Sendo Z uma varidvel Normal Padrao, calcule as seguintes probabilidades:

a)P(0<Z<1,44)

b) P (-1,48<Z< 2,05)
c)P(Z>-2,03)

d) P(Z>2,03)
e)P(0,72<7<1,89)
f) P(0,72<7<1,89)
g)P(0,72<72<1,89)
h) P (0,72<Z<1,89)
i) P(2=0,72)

j) P(2=1,89)

k) P(2>4,5)

[) P(2<4,5)

Resolugdo

Observe que a variavel ja esta padronizada. Logo, basta consultarmos a tabela para efetuar os calculos. Sugestao:
para compreender melhor, sempre faca um esboco da area procurada.

a)P(0<Z<1,44)=0,4251

b) P (-1,48<Z2<2,05)=0,4306 + 0,4798 =0,9104
c) P (Z>-2,03)=0,5 +0,4788 = 0,9788

d) P (Z>2,03)=0,5-0,4788 = 0,0212

e)P(0,72<72<1,89)=0,4706 —0,2642 = 0,2064

Para os itens seguintes, perceba que ha apenas a alteragdo entre os simbolos < e <. Pensando que a
probabilidade corresponde a drea sob a curva e que a drea sob um Unico ponto é uma linha e, portanto, tem
area igual a zero, concluimos que a adigao ou remogdo de um ponto nao interfere no resultado final. Ou seja:

f) P (0,72 < Z < 1,89) = 0,2064
g) P (0,72 < Z<1,89) = 0,2064

h) P (0,72 < Z < 1,89) = 0,2064

A area sob um ponto é uma linha, ou seja, a area é igual a zero:
i)P(2z=0,72)=0

j)P(z=1,89)=0

Note que a tabela ndo possui valores de probabilidade para z muito grande (geralmente acima de 4, dependendo
da tabela utilizada). Ao mesmo tempo, note que para os ultimos valores da tabela, a probabilidade se aproxima de
0,5. Entao:

k) P(z>4,5)=0,5-0,5=0
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) P(Z<4,5)=0,5+0,5=1

Clique na imagem ao lado e assista a
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Exemplo 9
Se X é uma variavel aleatdria tal que X~N(20; 49), Calcule P(X<30).

Pela notacdo da distribuicdo Normal, X possui média 20 e variancia 49. Logo, o desvio padrao vale 7. Assim:

30-20
7

P(X<30)=P (Z < ) = P(Z < 1,43) = 0,5 + 0,4236 = 0,9236.
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Exemplo 10

O saldrio semanal dos operarios de construcao civil de certo pais é distribuido normalmente em torno da média
de S 80, com desvio padrdo de $5.

a) Qual é o valor do salario para escolhermos 10% dos operarios com maiores remuneragdes?
b) Qual é o maior salario correspondente aos 20% dos trabalhadores que ganham menos?

Resolugao

Este exemplo é o contrario dos anteriores. Antes, conheciamos o valor da varidvel X, padronizdvamos para a
variavel Z e, usando a tabela da Normal Padrao, obtinhamos o valor da probabilidade procurada. Aqui, vamos
fazer exatamente o mesmo caminho sé que ao contrario.

a) Queremos calcular um saldrio a de modo que:
P(X>a) =0,10.

Padronizando:

a—80
5

P(z > ) = 0,10.

Ou seja, nosso interesse é procurar um valor de z na tabela de modo que a area da curva a seguir seja 0,10.

AR,
Professor Guru WWW professorguru.com.br

:


https://youtu.be/jWEhg7vR3pk
http://professorguru.com.br/wa_files/distribuicao-normal-11-slides-video-aula.pdf
https://youtu.be/rd-0lLsfx00
http://professorguru.com.br/wa_files/distribuicao-normal-12-slides-video-aula.pdf

Distribuicdes de Probabilidade: Normal

Consequentemente, vamos procurar na tabela o valor que mais se aproxima de 0,40 (veja a figura seguinte):

Observando a tabela, encontramos o valor de z mais préximo a probabilidade 0,40:
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Distribuicdo Normal: Valores de ptaisque P(0<Z <2z)=p
Park i€ a
ﬂff.."zfﬂf, Segunda casa decimal de 7
0 1 2 3 4 5 G 7 9

0,0 0,0000 00040 10,0080 00120 0,0160 00199 00239 002749 0,03549
0,1 00398 00433 0,0473 00517 00857 00596 0,0636 0,067 4 00753
0,2 00793 nog3z 0,087 00310 0,0948 0,097 0,1026 01064 01141
0,3 0,174 01217 04255 04293 01331 01368 01406 01443 01517
0.4 01554 014591 016238 01664 0,1700 01736 01772 01808 01874
0,5 01914 01940 0,1985 020149 0,2054 02028 02123 0,157 02224
0,6 0,2257 022491 02324 02357 0,2389 02422 02454 0,2436 0,25449
0,7 0,2580 02611 02642 02673 02704 02734 02TE4 02794 0,2857
0,8 0,2831 02910 0,2939 02967 0,2995 03023 03051 03078 0,3133
0,9 0,3159 03186 03212 03238 03264 03289 03315 03340 0,3389
1,0 0,3413 03438 03461 03484 0,3508 03531 03554 03577 0,3621
1.1 0,3643 03665 03686 03708  0,3729 03749 03770 03790 0,3830
1,2 =rmrr e Taoey IRE s IRci=l 1) U, 3525 03544 0,3962 0,3980 04014
1.3 0,4032 04049 0, 4066 04082 0,4099 04115 0413 04147 04177
1,4 0,4192 04207 04222 04236 04351 04265 04279 04292 0,434
1,5 0.4332 04345 04357 04370 0.4382 04394 04406 04418 0.4441

Ou seja, o valor de z desejado é z=1,28. Isso significa que P(Z>1,28)= 0,10. Comparando com a expressado obtida

P (z > %

) = 0,10, temos a seguinte igualdade:

a— 80

= 1,28
5

Portanto, a=86,4. Conclusdo: existem 10% dos operarios que ganham acima de $86,40. Esse é, portanto, o saldrio
procurado.

b) Agora, desejamos saber o salario b que separa os 20% que ganham menos dos demais, ou seja:

P(X<b)=0,20

b — 80
P(Z<T):O,20

Graficamente, queremos achar, na tabela da Normal Padrdo, o valor de z que satisfaz ao grafico:

A
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Observando a tabela da Normal Padrdo, devemos procurar a probabilidade mais préxima de 0,30:

Distribuicdo Normal: Valores de ptaisque P(0<Z <z)=p

Fark hEra

nff...nzfﬂff Segqunda casa decimal de z
0 1 2 3 4 5 G 7 8 9
0,0 0,0000 00040 00,0080 0,020 0,060 00199 0,0239 00274 0,0314 10,0354
0.1 0,0358 00438 0.0478 0.0517 0.08a7 00596 00636 00675 0.0714 0.0753

0,2 0,0793 00832 00871 00910 00948 00987 01026 0084 0,103 01141
0,3 01178 01217 01255 01283 01331 01368 01406 01443 01480 01517
0,4 01554 01591 01628 01664 01700 01736 01772 01808 01844 01879
0,5 04915 01950 01985 02019 02054 02038 02123 02157 02180 02224
0,6 0,2257 02201 02324 02357 02389 02422 02454 02486 02517  0,2549
0,7 0,280 02611 02642 02673 _Deakdd 02734 02764 02794 02823 0,2852
0,8 02881 02010 02939 02067 @ 02023 03051 03078 03106 0.3133
0,9 03153 03186 0312 03238 UUUR4 03288 03315 03340 03365 03389
1,0 0,3413 03438 03461 03485 03508 03531 03554 03577 03599 0,3621

1,1 0,643 03665 03686 09708 03729 03748 03770 03790 03310 0,3830
1,2 0,3849 0,389 03383 03807 03025 03944 03962 03880 03987 04015
1,3 04032 04049 04066 04082 04099 04115 04131 04147 041682 0877

1.4 04192 04207 04222 0,4236 0,421 04265 04279 04292 04306 043149
1,5 04332 04345 04357 0.4370 0.4382 04394 0.4406 0.4418 0.4429 0.4441

Ou seja, o valor procurado é z=0,84. Porém, olhando o ultimo grafico, devemos ficar atento para o fato de que o
valor que desejamos estd a esquerda do zero, ou seja, € um valor negativo. Devido a simetria da curva da Normal,
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concluimos que o valor de z que realmente queremos é z=—0,84. Em outras palavras, temos que P(Z<-0,84) =0,20.
Logo:

% = —0,84 e, portanto, b=75,8.

Assim, o saldrio semanal de $ 75,80 separa os 20% dos operdrios que recebem menos.

Clique na imagem ao lado e assista a
Clique na imagem ao lado para fazer o
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Exemplo 11

Em uma escola, as notas de um exame sdao normalmente distribuidas com média de 72 pontos e desvio padrao de
9. O professor atribuira conceito A aos 8% dos melhores alunos. Qual a menor nota (valor inteiro) que um aluno
pode tirar de modo a garantir um conceito A?

Seja k a nota procurada e seja X a varidvel que representa a nota de um aluno. Queremos:

P(X>k)=0,08
k—72
P (z > T) — 0,08.

Buscando na tabela da normal o valor de z que mais se aproxima da probabilidade igual a 0,5-0,08=0,42,
encontramos z=1,41. Ou seja, P(Z>1,41)=0,08. Logo:

k— . . . . .
% = 1,41 = k = 84,69. Ou seja, a menor nota que o aluno deve tirar para garantir um conceito A é 85.

Clique na imagem ao lado e assista a
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9. Exercicios

1) O tempo necessario em uma oficina para o conserto da transmissdo de um tipo de carro segue distribuicdo
normal com média de 45 minutos e desvio-padrdo de 8 minutos. O mecanico comunicou a um cliente que o carro
estara pronto em 50 minutos. Qual probabilidade de o mecanico atrasar o seu servi¢o?
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2) A duragdo de certo componente eletrénico pode ser considerada normalmente distribuida com média de 850
dias e desvio padrdo de 45 dias. Calcular a probabilidade de um componente durar:

a) Entre 700 e 1000 dias.
b) Mais de 800 dias.
¢) Menos de 750 dias.

3) Determinado atacadista efetua suas vendas por telefone. Apds alguns meses, verificou-se que os pedidos se
distribuem normalmente com média de 3.000 pedidos e desvio-padrdo de 180 pedidos. Qual a probabilidade de
gue um més selecionado ao acaso esta empresa venda menos de 2700 pedidos?

Clique na imagem ao lado e assista a
: Clique na imagem ao lado para fazer o
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4) O conteudo liquido das garrafas de 300 ml de um refrigerante é normalmente distribuido com média de 300 ml
e desvio padrdo de 2 ml. Determine a probabilidade de uma garrafa selecionada ao acaso apresentar conteudo
liquido:

a) inferior a 306 ml;
b) superior a 305 ml;
c) entre 302 e 304 ml.

5) O lucro mensal obtido com a¢Ges de determinada empresa tem distribuicdo normal com média de 12 mil reais e
desvio padrdo de 5 mil reais. Qual a probabilidade de que em determinado més o lucro desta empresa seja:

a) superior a 18 mil reais;
b) inferior a 8 mil reais;
c) entre 10 e 15 mil reais.

6) Durante o més de dezembro aumenta a procura por concessdo de crédito para pessoa fisica. De acordo com
dados histéricos é possivel verificar que a procura segue uma distribuicdo aproximadamente normal com média de
12,8 milhdes e desvio padrdo de 15 milhdes. Se as instituicdes de crédito reservarem 25 milhdes para concessdo de
crédito, qual a probabilidade de faltar dinheiro para emprestar?
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7) Suponha que a renda média anual de uma grande comunidade tenha distribuicdo normal com média de 15 mil
reais e com um desvio-padrao de 3 mil reais. Qual a probabilidade de que um individuo aleatoriamente selecionado
deste grupo apresente uma média salarial anual superior a 18 mil reais?

8) O escore de um estudante no vestibular é uma varidvel com distribuicdo normal com média de 550 pontos e
desvio padrdo de 30 pontos. Se a admissdao em certa faculdade exige um escore minimo de 575 pontos, qual é a
probabilidade de um aluno ser admitido nesta faculdade?

Clique na imagem ao lado e assista a
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9) As vendas de determinado produto tém apresentado distribuicdo normal com média de 600 unidades e desvio
padrdo de 40 unidades. Se a empresa decide fabricar 700 unidades naquele mesmo més, qual é a probabilidade de
ela ndo poder atender a todos os pedidos desse més por estar com o estoque esgotado?

Clique na imagem ao lado e assista a
u Clique na imagem ao lado para fazer o
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10) O volume de enchimento de uma maquina automatica usada para encher latas de bebidas gasosas é distribuido
normalmente com uma média de 12,4 ongas e um desvio padrdo de 0,1 onca. Qual a probabilidade do volume de
enchimento ser:

a) inferior a 12 ongas;
b) entre 12,1 e 12,6 ongas;
c) superior a 12,3 ongas.
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11) O tempo de reagdo de um motorista para o estimulo visual € normalmente distribuido com uma média de 0,4
segundos com um desvio-padrdo de 0,05 segundos. Qual a probabilidade de que uma reagdo de um motorista
requeira:

a) mais de 0,5 segundos;
b) entre 0,4 e 0,5 segundos.

12) O periodo de falta de trabalho em um més por causa de doencgas dos empregados é normalmente distribuido
com uma média de 100 horas e desvio padrdo de 20 horas. Qual a probabilidade desse periodo no préximo més
estar:

a) entre 50 e 80 horas;
b) superior a 90 horas;
c) inferior a 60 horas.

13) X € N(10; 100). Calcular P (12 < X <20).

14) X é N(30; 16). Calcular P (X < 19).

15) X é N(20; 25). Calcular P (X < 30).

16) X é N(50; 81). Calcular P (40 < X < 60).

17) X é N(10; 16). Calcular P (X > 5).

18) Uma pesquisa indica que as pessoas usam seus computadores por uma média de 2,4 anos antes de troca—los
por uma maquina nova. O desvio padrdo é 0,5 anos. Um dono de computador é selecionado de forma aleatéria.
Encontre a probabilidade de que ele va usar o computador por menos de 2 anos antes de trocd—lo. Considere uma
distribuicdo normal de probabilidades.

19) Uma pesquisa indica que para cada ida ao supermercado, uma pessoa gasta uma média de 45 minutos, com
desvio padrdo de 12 minutos naquela loja. Esse tempo gasto na loja é normalmente distribuido. Uma pessoa entra
na loja.

a) Qual a probabilidade de que essa pessoa fique na loja entre 24 e 54 minutos?

b) Qual a probabilidade de que essa pessoa fique na loja mais que 39 minutos?

c) Se 200 pessoas entrarem na loja, quantas devem permanecer nela entre 24 e 54 minutos?
d) Se 200 pessoas entrarem na loja, quantas devem permanecer nela por mais de 39 minutos?
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20) As pontuagdes para um teste de servigo civil sdo normalmente distribuidas com uma média de 75 pontos e um
desvio padrdo de 6,5. Para ser adequado ao emprego de servico civil, vocé deve ter pontuacdo dentro dos 5%
primeiros colocados. Qual é a menor pontuag¢dao que vocé pode obter e ainda assim ser adequado ao emprego?
Considere que a pontuacdo é um valor inteiro.
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21) Em uma amostra escolhida aleatoriamente de homens com idade entre 35 e 44 anos, a média do nivel de
colesterol total era de 210 mg/dl. Suponha que os niveis totais de colesterol sejam normalmente distribuidos com
desvio padrdo igual a 38,6 mg/dl. Encontre o nivel total de colesterol mais alto que um homem nessa faixa etaria
pode ter dentre os 1% dos homens com menores niveis de colesterol.

VIDEO AULA com a resolugéo deste
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22) Vocé vende uma marca de pneus de automdveis que tem uma expectativa de vida que é normalmente
distribuida com uma vida média de 30.000 milhas e um desvio padrdo de 2.500 milhas. Vocé quer dar uma garantia
de troca de pneus gratis que ndo durem muito. Como vocé poderia honrar sua garantia se vocé esta disposto a
trocar 10% dos pneus que vende?
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download dos SLIDES da video aula

exercicio no Canal Professor Guru

Clique na imagem ao lado e assista a
u Clique na imagem ao lado para fazer o ,l

AR,
Professor Guru WWW professorguru.com.br

:


https://youtu.be/iDqV5Oe-K5o
http://professorguru.com.br/wa_files/exercicio-19-slides-distribuicao-normal.pdf
https://youtu.be/Xs9FsihyeCc
http://professorguru.com.br/wa_files/exercicio-20-slides-distribuicao-normal.pdf
https://youtu.be/KK9q2hgsCRQ
http://professorguru.com.br/wa_files/exercicio-21-slides-distribuicao-normal.pdf
https://youtu.be/DwdXLdN5VFQ
http://professorguru.com.br/wa_files/exercicio-22-slides-distribuicao-normal.pdf

Distribuicdes de Probabilidade: Normal

23) Uma maquina de venda automatica, distribui café em um copo de 8 decilitros. A quantidade de café no copo é
normalmente distribuida com desvio padrdo de 0,03. Vocé pode deixar o café transbordar 1% das vezes. Qual

qguantidade vocé deveria marcar como a quantidade média de café a ser distribuido?

24) Os pesos do contelido de uma caixa de cereais sdo normalmente distribuidos com um peso médio de 20 ongas
e um desvio padrao de 0,07 onga. Caixas nos 5% mais baixos ndo atendem as condi¢Ges minimas de peso e devem

ser embaladas novamente. Qual é o peso minimo exigido para uma caixa de cereais?

1) 0,2643

2)a)0,9992 b)0,8665 c)0,0132
3) 0,0475

4) a)0,9987 b)0,0062 ¢)0,1359
5)a)0,1151 b)0,2119 ¢)0,3811
6) 0,2090

7)0,1587

8) 0,2033

9) 0,0062

10)a)0  b)0,9759 c¢)0,8413

11) a) 0,0228 b)0,4772

12) a)0,1525 b)0,6915 c)0,0228
13) 26,2%

14) 0,3%

15) 97,72%

16) 73,3%

17) 89,44%

18) 21,19%

19)a) 0,7333 b) 0,6915 «c) 147 pessoas d) 138 pessoas
20) 86 pontos

21) 120 mg/dI

22) Pneus que gastam antes de completarem 26.800 milhas.

23) 7,93 decilitros.
24) 19,88 ongas
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Tabela - Distribuicdo Normal Padrdo

Distribuicdo Normal: Valores de p taisque P(0<Z<2z)=p

Parte inteira

diihie Segunda casa decimal de z
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,0 0,0000 0,0040 0,0080 0,0120 0,0160 0,0199 0,0239 0,0279 0,0319 0,0359
0,1 0,0398 0,0438 0,0478 0,0517 0,0557 0,0596 0,0636 0,0675 0,0714 0,0753
0,2 0,0793 0,0832 0,0871 0,0910 0,0948 0,0987 0,1026 0,1064 0,1103 0,1141
0,3 0,1179 0,1217 0,1255 0,1293 0,1331 0,1368 0,1406 0,1443 0,1480 0,1517
0,4 0,1554 0,1591 0,1628 0,1664 0,1700 0,1736 0,1772 0,1808 0,1844 0,1879
0,5 0,1915 0,1950 0,1985 0,2019 0,2054 0,2088 0,2123 0,2157 0,2190 0,2224
0,6 0,2257 0,2291 0,2324 0,2357 0,2389 0,2422 0,2454 0,2486 0,2517 0,2549
0,7 0,2580 0,2611 0,2642 0,2673 0,2704 0,2734 0,2764 0,2794 0,2823 0,2852
0,8 0,2881 0,2910 0,2939 0,2967 0,2995 0,3023 0,3051 0,3078 0,3106 0,3133
0,9 0,3159 0,3186 0,3212 0,3238 0,3264 0,3289 0,3315 0,3340 0,3365 0,3389
1,0 0,3413 0,3438 0,3461 0,3485 0,3508 0,3531 0,3554 0,3577 0,3599 0,3621
1,1 0,3643 0,3665 0,3686 0,3708 0,3729 0,3749 0,3770 0,3790 0,3810 0,3830
1,2 0,3849 0,3869 0,3888 0,3907 0,3925 0,3944 0,3962 0,3980 0,3997 0,4015
1,3 0,4032 0,4049 0,4066 0,4082 0,4099 0,4115 0,4131 0,4147 0,4162 0,4177
1,4 0,4192 0,4207 0,4222 0,4236 0,4251 0,4265 0,4279 0,4292 0,4306 0,4319
1,5 0,4332 0,4345 0,4357 0,4370 0,4382 0,4394 0,4406 0,4418 0,4429 0,4441
1,6 0,4452 0,4463 0,4474 0,4484 0,4495 0,4505 0,4515 0,4525 0,4535 0,4545
1,7 0,4554 0,4564 0,4573 0,4582 0,4591 0,4599 0,4608 0,4616 0,4625 0,4633
1,8 0,4641 0,4649 0,4656 0,4664 0,4671 0,4678 0,4686 0,4693 0,4699 0,4706
1,9 0,4713 0,4719 0,4726 0,4732 0,4738 0,4744 0,4750 0,4756 0,4761 0,4767
2,0 0,4772 0,4778 0,4783 0,4788 0,4793 0,4798 0,4803 0,4808 0,4812 0,4817
2,1 0,4821 0,4826 0,4830 0,4834 0,4838 0,4842 0,4846 0,4850 0,4854 0,4857
2,2 0,4861 0,4864 0,4868 0,4871 0,4875 0,4878 0,4881 0,4884 0,4887 0,4890
2,3 0,4893 0,4896 0,4898 0,4901 0,4904 0,4906 0,4909 0,491 0,4913 0,4916
24 0,4918 0,4920 0,4922 0,4925 0,4927 0,4929 0,4931 0,4932 0,4934 0,4936
2,5 0,4938 0,4940 0,4941 0,4943 0,4945 0,4946 0,4948 0,4949 0,4951 0,4952
2,6 0,4953 0,4955 0,4956 0,4957 0,4959 0,4960 0,4961 0,4962 0,4963 0,4964
2,7 0,4965 0,4966 0,4967 0,4968 0,4969 0,4970 0,4971 0,4972 0,4973 0,4974
2,8 0,4974 0,4975 0,4976 0,4977 0,4977 0,4978 0,4979 0,4979 0,4980 0,4981
29 0,4981 0,4982 0,4982 0,4983 0,4984 0,4984 0,4985 0,4985 0,4986 0,4986
3,0 0,4987 0,4987 0,4987 0,4988 0,4988 0,4989 0,4989 0,4989 0,4990 0,4990
31 0,4990 0,4991 0,4991 0,4991 0,4992 0,4992 0,4992 0,4992 0,4993 0,4993
3,2 0,4993 0,4993 0,4994 0,4994 0,4994 0,4994 0,4994 0,4995 0,4995 0,4995
3,3 0,4995 0,4995 0,4995 0,4996 0,4996 0,4996 0,4996 0,4996 0,4996 0,4997
3,4 0,4997 0,4997 0,4997 0,4997 0,4997 0,4997 0,4997 0,4997 0,4997 0,4998
3,5 0,4998 0,4998 0,4998 0,4998 0,4998 0,4998 0,4998 0,4998 0,4998 0,4998
3,6 0,4998 0,4998 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999
3,7 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999
3,8 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999
3,9 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000
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